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Procesamiento de iméagenes digitales
(Topologia Digital)

Asignatura optativa de quinto curso (6 créditos).

Profesor: Alberto Marquez

Horario: Lunes (8,30-10,30), Jueves (10,30-12,30) Primer cuatrimestre.

Se realizaran unas practicas obligatorias que junto con el examen final deter-
minaran la nota de la asignatura.

En esta Facultad de Informéatica y Estadistica, y en especial en nuestro
Departamento de Matematica Aplicada I, existe un interés muy alto por las
aplicaciones graficas del ordenador, son varias las asignaturas ofertadas de
segundo ciclo en esta linea, teniéndose una continuacién en tercer ciclo.

La Topologia Digital, nacida a principio de los afios setenta, es el estudio
de las propiedades topolégicas de las iméagenes digitales. Proporcionando la
fundamentacién tedrica para importantes operaciones de procesamiento de
imagenes tales como: etiquetado y enumeracién de componentes, deteccion
de bordes, adelgazamiento, etc. Estas operaciones permitiran establecer las
bases para los propésitos principales del procesamiento de iméagenes que se
pueden agrupar en tres importantes subareas:

e Digitalizacién y compresidn: convertir imagenes en entes matematicos
discretos de forma eficiente. En este sentido es de gran importancia
el conseguir guardar la informacién con la menor cantidad posible de
informacion.

e Restauracidén y reconstruccion: mejorar imagenes degradadas y sinteti-
zarlas a partir de informaciones parciales.

e Descripcion y reconoctmiento: encontrar elementos en una imagen que
permitan describirla y reconocerla entre una base de datos de imagenes
previamente establecida.

Pasemos a continuacién a comentar el programa propuesto para la asig-
natura.



Conceptos de topologia general

Evidentemente, una de las bases matematica que permite la comprension
de los temas que vamos a introducir en esta asignatura, la constituye la
topologia general, siendo la otra la teoria de grafos de la cual el alumno ya ha
recibido informacién a lo largo de su carrera. Por tanto, se impone efectuar
una panordmica de algunos de los elementos de la topologia general que
permitan apreciar y comprender las técnicas y metodologia que aplicaremos
en el estudio de la topologia digital.

Ademis de los espacios topoldgicos, el otro elemento fundamental de la
topologia general lo constituye las aplicaciones continuas que se definiran
como aquellas tales que la imagen inversa de un abierto es también abierto.
A través de la nocién de continuidad se llegara a aplicaciones que nos pro-
porcionen informacién mas rica sobre los espacios topoldgicos como las in-
mersiones y, en particular, obtendremos los homeomorfismos que nos dara la
nocién de igualdad entre espacios topolégicos.

Ademas de la conectividad, también se puede comprobar que el nimero
de agujeros de los espacios que admita una inmersién en el plano es un
invariante topolégico llamado caracteristica de Euler, toda vez que dicho
invariante va a ser facil de calcular en nuestro contexto y que la informacién
que proporciona entronca con ramas muy poderosas de la topologia como
es la topologia algebraica, ademds de la informacidn que proporciona acerca
de la forma de la figura, creemos importante nombrarlo en esta introduccion
de la topologia general. De especial importancia es el teorema de la curva
cerrada de Jordan, dado que lo necesitaremos para mostrar las paradojas de
la adyacencia en topologia digital.

Imagenes digitales

Una vez conocidos algunos de los principios y herramientas que proporciona
la topologia, podemos aventurar qué nos proporcionara en los distintos prob-
lemas que surgen en el procesamiento de imagenes y cuales son los analogos
digitales que hemos de construir para poder usar dichas herramientas con
efectividad; para ello también serd importante comprender que las imagenes
digitales son el reflejo de una escena real (o intentan serlo) en las cuales
siempre se produce una pérdida de informacién y, a pesar de dicha pérdida,
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intentamos extraer la informacién que nos permita poder clasificarla, proce-
sarla y manipularla en general.

El primer problema que nos encontramos es que no podemos dotar de
estructura de espacio topolégico al conjunto de los pixels de una pantalla de
forma natural y tratando de reflejar las propiedades de la escena que repre-
sentamos. Ya que, en principio, se podria pensar en recurrir a la topologia
discreta, pero, en ese caso, todas las figuras serian no conexas. Toda vez que
habjamos visto que la conectividad es una de las propiedades topoldgicas
que mas informacién nos proporciona a la hora de distinguir entre espacios
no homeomorfos, seria interesante que la imagen digital tuviera el mismo
ndmero de componentes (y puntos de corte) que la escena que representa.
Para ello, definimos la adyacencia entre los puntos de la imagen digital. Con
este concepto se llega a un primer modelo que nos permite representar las
imagenes digitales mediante un grafo que tiene tantos vértices como pixels y
donde la adyacencia esta representada por aristas. En general, los vértices
de la imagen estardn marcados como vértices negros y los que no pertenecen
a la imagen como blancos.

Con la representacién anterior, es posible dar la nocién de camino, como
camino en el grafo que nos permite representar nuestra imagen digital y, a
partir de dicho concepto, podemos decir que una imagen es conexa si dados
dos puntos negros cualesquiera, existe un camino de puntos negros que los
une. En general, la determinacién del tipo de adyacencia estard motivada por
la naturaleza del problema que estemos estudiando, asi como por los medios
fisicos utilizados en nuestro proceso de digitalizacién y representacién. Toda
vez que la representacién de una imagen digital la hacemos a través de un
grafo, y puesto que la nocién de conexién coincide con la conexién en el
grafo, podemos aplicar los algoritmos de conexidn en grafos para las imégenes
digitales; en particular, el método de la bisqueda por capas es especialmente
adecuado para estudiar la conexién en imégenes digitales, aunque diversas
variantes para recorrer ordenadamente los distintos puntos de una imagen
seran vistas cuando tratemos las operaciones sobre imdgenes digitales.

Operaciones y propiedades

A partir de la idea de camino se obtiene el concepto de curva cerrada digital, si
queremos que la curva sea simple, se tiene que tener en cuenta que cada punto
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debe ser adyacente sélo con otros dos puntos de la figura y podemos observar
que segin el tipo de adyacencia obtenemos distintos tipos de curvas cerradas.
En cualquier caso, surge un problema que sera la primera paradoja con la que
nos enfrentamos y que debemos solucionar: es posible que la digitalizacion
de una curva cerrada simple (o de algo que visualmente nos parece una curva
cerrada) no sea curva cerrada simple digital con ninguno de los modelos de
adyacencia introducidos. Esto nos lleva a replantearnos los objetivos de la
disciplina ya que observamos que una misma imagen digital puede ser la
digitalizacién de escenas con distintas propiedades (topoldgicas, métricas,
etc.), asi que hemos de decir que pretendemos obtener las propiedades de
una de esas escenas, de tal forma que reflejen razonablemente bien lo que
ocurre en la mayoria de ellas. Dicha escena sera el analogo continuo, que
serda una figura plana que se obtiene mediante una serie de reglas fijas a
partir de la imagen digital. Con lo cual podemos concretar que el propdsito
de la topologia digital es obtener las propiedades topoldgicas del analogo
continuo que nos permitan su clasificacion, manipulacién y reconocimiento y
para ello desarrollar algoritmos discretos sobre la representacion de la imagen
digital. Una de las propiedades topolégicas mas destacadas, a la que ya
hicimos mencién cuando tratabamos sobre la topologia general, es el teorema
de la curva cerrada de Jordan. Sin embargo, es facil encontrar ejemplos
de curvas digitales con la 8-adyacencia tales que su complemento tiene una
sola componente conexa y otras curvas digitales que con la 4-adyacencia su
complemento tienen mas de dos componentes conexas. Esta es la paradoja
de la curva de Jordan. Para resolver esta paradoja se han presentado varios
modelos desde principio de los afios setenta. Tal vez el mds aceptado es
el presentado por Rosenfeld que considera distinto tipo de adyacencia para
una imagen y su complemento; asi se hablara de la (8,4)-adyacencia o de la
(4,8)-adyacencia. Aunque existe otra posibilidad y que consiste en considerar
grafos con distintos tipos de vértices que no sélo representan a los puntos de la
imagen y su complemento, sino que también representan las distintas uniones
entre estos vértices. Estos grafos son triangulaciones del plano y, por tanto,
en ellos se verifica el teorema de Jordan.

Una vez visto que existen modelos sencillos en los cuales se verifica el
teorema de Jordan, podemos definir una serie de elementos asociados a toda
imagen digital plana. En primer lugar, consideraremos el borde de una im-
agen como el conjunto de puntos de la imagen que es 8-adyacente con algin
punto que no esta en la imagen. Existen diversos algoritmos sencillos para la
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deteccién y seguimiento de borde, algoritmos que son de gran utilidad para
diversos problemas de tratamiento de imagenes como el de eliminacién de
bordes difusos.

Otra nocidén que utilizaremos mas adelante y estrechamente ligada al teo-
rema de Jordan asi como a los bordes de una imagen es el arbol de adyacencia
asociado a toda imagen digital, definido como aquel grafo que tiene tantos
vértices como componentes tiene la imagen y su complemento y dos vértices
estan unidos si comparten un borde comin. Evidentemente, en el caso de
imégenes binarias, dicho grafo es siempre un arbol, arbol que esta intima-
mente ligado con importantes invariantes topoldgicos de la figura; asi si ésta
tiene una sola componente conexa, el mimero de hijos del vértice asociado
a dicha componente, nos proporciona la caracteristica de Euler de la figura.
Sin embargo, el drbol de adyacencia proporciona mas informacién en el caso
de tener mas de una componente, ya que nos dice como se encuentran rel-
ativamente cada una de las componentes con respecto a las otras y asi se
puede comprobar que si dos imagenes tienen el mismo arbol de adyacen-
cla, comparten las mismas propiedades topoldgicas (aunque esto sélo ocurre
asi si estamos ante imagenes bidimensionales), siendo, por tanto, éste un
instrumento valido para definir cuando una operacién dada sobre una im-
agen preserva la topologia. En este sentido consideraremos principalmente
como operacion el borrado de puntos de una imagen, para obtener otra mas
sencilla, pero nos interesara que las propiedades topoldgicas se conserven o,
dicho en otros términos, que el arbol de adyacencia se conserve. Estas son
las llamadas operaciones de encogimiento.

Por lo dicho anteriormente, es evidente que un encogimiento se ha de
realizar a través de puntos del borde, ya que, en otro caso, introduciriamos
una componente nueva en el complemento de la imagen. No es dificil dar
un algoritmo que recorra los bordes secuencialmente hasta reducir todas las
componentes de la imagen a una especie de grafo (en realidad lo que estamos
construyendo es el grafo dual geométrico del arbol de adyacencia). Dicho
grafo, aunque conserva las propiedades esenciales de la figura original, no
tiene porqué tener su mismo aspecto, para conseguir preservar el aspecto,
necesitamos introducir algunos nuevos conceptos que sentarian las bases de
los objetivos de la geometria digital, que, al igual que la topologia digital trata
de establecer los principios topoldgicos que subyacen en las representaciones
mediante ordenadores de escenas reales, trata de fijar los principios métricos
de las imagenes digitales. Sin embargo, la geometria digital se encuentra en



un estadio de desarrollo mucho mas primitivo que la topologia digital; en
parte porque no existe una digitalizacién adecuada de la métrica euclidea y
asi conceptos tan sencillos como el de circunferencia pueden no ser faciles de
tratar. En cualquier caso, se le pueden afnadir restricciones a la operacion
de encogimiento que hemos definido de tal forma que no se eliminen puntos
que estén en un pico de la figura, con ello se consigue que un segmento no se
reduzca a un punto, sino que se quede como un segmento, esta operacion se
llama de adelgazamiento y al resultado final, que recuerda a la imagen original
sobre todo si ésta es oblonga, se le llama esqueleto de la imagen. Es claro
que una pequefia modificacién del algoritmo de encogimiento nos permitira
obtener el esqueleto de la imagen, obteniéndose asi una nueva imagen, mucho
mas sencilla por tener menos puntos, que comparte con la primitiva sus
propiedades topoldgicas y, en gran medida, las métricas, facilitandose su
clasificacién e identificacién en una base de datos previamente elaborada.

Los métodos descritos anteriormente son claramente secuenciales y, dado
la cantidad de puntos que constituyen una imagen, en muchos casos lentos.
Por ello, a mediados de los setenta surgié el interés, que atn perdura, por par-
alelizar dichas operaciones. Para conseguirlo, es necesario estudiar propiedades
topoldgicas mas especiales de puntos que nos permita un borrado en paralelo,
en concreto, habra que estudiar puntos con entornos muy especificos, con-
siguiéndose algoritmos que no sean lineales en el nimero de puntos (como
ocurre con los secuenciales) sino con la distancia maxima entre el borde y el
esqueleto.

A la hora de paralelizar los algoritmos de adelgazamiento, nos hemos
encontrado con el concepto de distancia entre puntos de la imagen digital.
Este concepto nos permitird dar una pequena idea de como comprimir la
informacién necesaria para describir una imagen digital, por tanto, merece la
pena que se observe que dicha distancia varia segin el tipo de adyacencia que
estemos considerando puesto que estaremos midiendo la distancia en grafos
distintos aunque con los mismos vértices. A partir de dicha distancia pode-
mos definir el concepto de bloque como un circulo contenido en la imagen,
un bloque serd maximal si no esta contenido estrictamente en otro bloque y
al conjunto de centros y radios de los bloques maximales se les conoce como
MAT de la imagen (MAT proviene de medial axis transformation). No es
dificil ver que el MAT de una imagen nos determina dicha imagen con un
gran ahorro de informacién sobre la matriz de ceros y unos con la que hemos
estado trabajando, siendo, por tanto, de gran utilidad a la hora de transmitir
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informacién. Se puede comprobar que modificaciones de los algoritmos de
encogimiento nos proporciona el MAT de una imagen y que el conjunto de
los centros de los bloques maximales es un subconjunto del esqueleto de la
imagen con lo cual concluiremos el curso.
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Programa

1.

Espacios topoldgicos

Espacio Topoldgico. Conjunto abierto. Conjunto cerrado. Ejemplos
de topologia: discreta, indiscreta, Sierpinsky, subespacios. Topologia
euclidea en la recta y en el plano. Continuidad. Inmersiones. Homeo-
morfismo.

Propiedades topoldgicas

Espacios conexos. Conexos en la recta. Caminos. Conexién por
caminos. Componentes conexas. Puntos de corte. Caracteristica de
Euler. Teorema de la curva cerrada de Jordan.

Iméagenes digitales

Procesamiento de Imagenes. Escenas, imigenes e iméagenes digitales.
Adyacencias en iméagenes bidimensionales. Adyacencia en imagenes
tridimensionales. Representacién de imagenes digitales.

Conectividad
Caminos digitales. Conectividad en iméagenes digitales. Algoritmos
para determinar el nimero de componentes.

Paradojas de la conectividad

Curvas cerradas. Analogo continuo. Teorema de la curva cerrada de
Jordan. Conectividad de una imagen y su complemento. Bordes. De-
teccién de bordes. Seguimiento de bordes. arbol de adyacencia. Car-
acteristica de Euler.

Adelgazamiento

Preservar la topologia. Operaciones que preservan la topologia. Puntos
simples. Encogimientos. Geometria digital. Adelgazamiento. Esquele-
tos. Algoritmos de adelgazamiento. Adelgazamiento en paralelo

Reconstrucciéon de imagenes
Distancias en imagenes digitales. MAT. Reconstruccién de imégenes.
MAT y esqueleto.
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